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úåøòäå íééåðéù - íé÷åñôä áéùçú ìù ä÷éèðîñä :'â ÷øô

äðáîá φ ÷åñô ìù úîàä êøò áåùéçì éáéñøå÷ø íúéøåâìà íâ úðúåð 3.4-á úîàä úéö÷ðåô úøãâä
äàøð .íúéøåâìà é"ò òåöéáì ïúéð äìù ããåáä ãòöä íà íúéøåâìà íâ úðúåð úéáéñøå÷ø äøãâä ,ììëë .A
.åéáéëø úà àåöîìå φ àåä ÷åñô ïéî äæéà úåäæì ùé äìéçú A(φ) áåùéçá .äæ äø÷îá ããåáä ãòöä åäî
àéä äçðää éë ,úåøéùé áùåçî A(φ) æà éãåñé ÷åñô àåä φ íà .2.18-á äàéø÷ä íúéøåâìà äùåò äæ úà
,äàéø÷ä íúéøåâìà é"ò ääåæî ψ æà ¬ψ àåä φ íà .íééãåñéä íé÷åñôä ìò äðåúð äéö÷ðåô àéä A-ù
äàöåú ìò ìòôåî t¬ úîàä çåìå ,F åà T àéäù äàöåú ïúåðå ψ ìò ìòôåî úîàä êøò áåùéç íúéøåâìà
áåùéç íúéøåâìà ,äàéø÷ä íúéøåâìà é"ò íéäåæî χ-å ψ ,� æà ψ�χ àåä φ íà .A(φ) úà ïúåðå úàæ
ìòôåî t� úîàä çåìå ,F åà T àéä ïäî úçà ìëù úåàöåú ïúåðå χ ìò íòôå ψ ìò íòô ìòôåî úîàä êøò

.íéãòö ìù éôåñ øôñîá íééúñî áåùéçäù φ úøéöé ìò äéö÷åãðéàá çëåî .A(φ) úà ïúåðå ïäéìò

íééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷ä ãçàë ↔ øù÷ä úà ñéðëäì àìù åðøçá äéðùä äøåãäîá .↔ øù÷ä 'à3.4øù÷ä 'à3.4øù÷ä 'à3.4
íé÷åñôä ìò äìåòôë ↔ øù÷ä áåúëð úà íéñéðëî åðà úàæ íò .åøåáò ïîéñ äôùì åðñðëä àì ïëìå
φ ∧ ψ ∨ ¬φ ∧ ¬ψ ÷åñôä ìù úîàä êøò ìù øéùé áåùéç .φ ↔ ψ = φ ∧ ψ ∨ ¬φ ∧ ¬ψ é"ò úøãâåîä
øùàë A(φ ↔ ψ) = F -å A(φ) = A(ψ) øùàë A(φ ↔ ψ) = T -ù äàøî 3.4 úîàä úøãâä éôì
äìáèá øãâåîä úîàä çåì àéä t↔-ù ïëéä ,A(φ ↔ ψ) = t↔(A(φ),A(ψ)) øîåìë ,A(φ) 6= A(ψ)
úîàä çåìá åøåáò ùîúùðå ,íééãåñéä íéøù÷á åîë ↔-á éùôåç ïôåàá ùîúùð êìéàå ïàëî ïëì .3.3-á 7

.íé÷åñôä ìù úîàä éëøò áåùéçá t↔

.t→ -á åôéìçäì ùéå ñåôã úàéâù àåä t¬ éìàîùä ïîéñä äæ óéòñ ìù 8 äøåùá 3.53.53.5

.äøö÷á ïàë ïåãð äæ âùåî .÷åñôá éùàøä ïîéñä ìù âùåîä ùåøã øôñá 3.9 óéòñì
.÷åñôá ïîéñ ìù úéùàøä äòôåää ,÷åéã øúéìå ,÷åñôá éùàøä ïîéñä 'à3.8÷åñôá éùàøä ïîéñä 'à3.8÷åñôá éùàøä ïîéñä 'à3.8

.÷åñôá P ïîéñä ìù úããåáä äòôåää àåä éùàøä ïîéñä P éãåñé ÷åñôá .à
.÷åñôá éùàøä ïîéñä àéä ÷åñôä ùàøá ¬ øù÷ä ïîéñ ìù äòôåää ¬φ ÷åñôá .á

,äãéçéä äàéø÷ä èôùî úçëåä éôì äãéçé àéäù ,ψ-å φ íéòè÷ä ïéá ������� ìù äòôåää (φ �������ψ) ÷åñôá .â
.÷åñôá éùàøä ïîéñä àéä

? ψ ∨ φ ≡ φ íéé÷ φ ÷åñô ìëìù êë åìàë íäù ψ íé÷åñôä íäéî .â .ìéâøú 3.30ìéâøú 3.30ìéâøú 3.30
? ψ ∧ φ ≡ φ íéé÷ φ ÷åñô ìëìù êë åìàë íäù ψ íé÷åñôä íäéî .ã

êøãá ïàë äáöää úà øéãâð åðà .2.36-á øôñá úøãâåî íé÷åñôä áéùçúá äáöää úìåòô .äáöä 'à3.64äáöä 'à3.64äáöä 'à3.64
.äìåòôä äúåà ìá÷úú åðìù íéëøöä ìëì íìåà ,úøçà

éåèéáä ïî àöð .úåàîâåãá ìéçúðå ,íé÷åñôä áéùçúá à÷ååã åàì ,äáöää âùåîá äðååëä äîì øéáñð
éåèéáù éãëå ,y + 2z íéáúåë åðà x íå÷îáù äæ íéùåò åðàù äî .x øåáò y + 2z úà åá áéöðå x2 − y

áéùçúá úàæ íéâãð .(y + 2z)2 − y éåèéáä ìá÷úîå ,íééøâåñ åáéáñ íéùì åðéìò x åîë òåáéøá äìòåé äæ
.¬(R ∨ P ) → Q àåä ìá÷úúîä ÷åñôä .P øåáò R ∨ P úà ¬P → Q ÷åñôá áéöðå ,íé÷åñôä

x2−y+z éåèéáä ïî àöð .íéðîéñ øôñî øåáò äáöäá íâ àìà ,ãçà ïîéñ øåáò äáöäá ÷ø àì ÷åñòð
.(y +2z)2− (z−x)+ z àåä ìá÷úîä éåèéáä .y øåáò z−x úà íâå x øåáò y +2z úà åá áéöð íòôäå
y +2z úà úçà úáá x2− y + z -á íéáéöî åðà .úçà úáá äáöä øîåìë úéðèìåîéñ äáöäúéðèìåîéñ äáöäúéðèìåîéñ äáöäá ïàë øáåãî
úáá àì åììä úåáöää úà òöáð íà .(y + 2z)2 − (z − x) + z úà íéìá÷îå y øåáò z − x úàå x øåáò
,äéðùä äáöääå (y +2z)2− y + z úðúåð x øåáò y +2z ìù ,äðåùàøä äáöää æà åæ øçà åæá àìà úçà
äáöäá åðìá÷ù äîî äðåù éåèéá åäæå ,((z−x)+2z)2− (z−x)+z úðúåð äæ éåèéáá ,y øåáò z−x ìù
áéùçúî äîâåã .úéðèìåîéñä äáöäì ãéîú ïååëúð íééåèéá øôñî ìù äáöä ìò øáãð øùàë .úçà úáá
÷åñôä .Q øåáò P ↔ Q úàå P øåáò R ∨ P úà ¬P → Q ∨ S ÷åñôá áéöð .äàáä àéä íé÷åñôä

.¬(R ∨ P ) → (P ↔ Q) ∨ S àåä ìá÷úîä
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éìåàå ,ïåëéúä øôñä úéáá äæ çðåî ìù úåòîùîä ïî äðåù àåä äáöä çðåîá ïàë íéùåò åðàù ùåîéùä
f(x) = (x+sinx)2 äéö÷ðåôä ìù óøâä ìù òåôéùä úà áùçì éãëù øîåì ìáå÷î íù .äèéñøáéðåàá íâ
åðà äæä øù÷äá .2(x + sinx) cos x àéäù f ìù úøæâðä úñåðá x øåáò π áéöäì åðéò x = π äãå÷ðá
äáöää .π êøòä úà x-ì íéðúåð åðà øùàë 2(x + sinx) cos x éåèéáä úà áùçì åðéìòù êëì íéðååëúî
éåèéá éåðéù ìù äìåòô àìà íéðúùîä ìù íéîééåñî íéëøò øåáò éåèéá ìù áåùéç äðéà àéä ïàë ÷åñòð äá
ìá÷úäå äðåù x2 − y éåèéáä åðàáäù äðåùàøä äîâåãá .íéøçà íééåèéáá åá íéðúùî ìù äôìçä é"ò
éìâðàä çðåîä .äðåù éåèéáì åðòâäå ãçà éåèéáî åðàöé úåàîâåãä øúéî úçà ìëá íâ .(y+2z)2−y éåèéáä
àéä úéìâðàá åúåòîùî éë éøáòä çðåîä ïî øúåé íéàúî àåäå substitution àåä ùîúùð åðà äá äáöäì

."íå÷îá àåáì"
úèéùî äðåù äæ éë ,íé÷åñôä íéàøð ÷åéãá êéà äìàùá äáøä ÷åñòì àì ,äéðùä äøåãäîá ,åðøçá
àì äáöää úà íâ øéãâð ïëì .øúåé íéèåùô íé÷åñôî íé÷åñô ìù äééðáá åðæëøúäå äéðùì úçà äáéúë
÷åñôä úà óéìçî áöåîä ÷åñôä êéà ïééöðù àìà ìá÷úîä ÷åñôä ìù ú÷ééåãîä äáéúëä úà ïééöðù é"ò

.ïî÷ìãë äáöää úà øéãâð ïëì .÷åñôä ìù äééðáä êéìäúá áöåî àåä åøåáò éãåñéä
úà ~P -á ïîñð .íé÷åñô ψ1, . . . , ψn åéäéå íéðåù íééãåñé íé÷åñô n P1, . . . , Pn åéäé .äøãâääøãâääøãâä
íé÷åñôä ìù sub(φ; ~P , ~ψ) úéðèìåîéñä äáöää .ψ1, . . . , ψn äé-n-ä úà ~ψ-áå P1, . . . , Pn. äé-n-ä

.ïî÷ìãë φ ìò äéñøå÷øá úøãâåî φ ÷åñôá P1, . . . , Pn íééãåñéä íé÷åñôä øåáò ψ1, . . . , ψn

,sub(P ; ~P , ~ψ) =
{

ψi P = Pi íà
P P /∈ {P1, . . . , Pn} íà P éãåñé ÷åñô ìëì

sub(¬φ; ~P , ~ψ) = ¬sub(φ; ~P , ~ψ)
sub(φ1�φ2; ~P , ~ψ) = sub(φ1; ~P , ~ψ)�sub(φ2; ~P , ~ψ) � éãåñé é÷åñô øù÷ ìëìå
sub(φ; ~P , ~ψ) íâ æà íé÷åñô ψ1, . . . , ψn -å íéðåù íééãåñé íé÷åñô n P1, . . . , Pn ,÷åñô φ íà .èôùîèôùîèôùî

.÷åñô
.(äéðùä äøåãäîá 2.6-á ùåîéù êåú) φ ìò äéö÷åãðéàá úçëåî äðòèä .äçëåääçëåääçëåä

äá äùòð àìå ,äøåäè úéøéáçú äøãâä àéä íé÷åñôä áéùçú ìù íé÷åñôá äáöää úøãâä éë ùéâãð
.øôñá äùòð äáöää ìù úéèðîéñä úåòîùîá ïåéãä .íé÷åñôä ìù úåòîùîá ùåîéù ìë


